A ,LECSUSZO” KOR ABRAZOLO GEOMETRIAJA
frta: Hajdu Endre

Geometriai, kinematikai tankdnyvekben gyakran talalkozhatunk annak az AB

szakasznak a példajaval, melynek végpontjai egy derékszoget bezard egyenes paron

mozognak (1. abra). Mivel a tovabbiakban sziikség lesz egy ilyen mozgast végz6 szakasszal

kapcsolatos geometriai tudnivalokra, roviden attekintjiik azokat:

- mig a szakasz ,,fliggbleges” helyzetébdl ,,vizszintes” helyzetébe jut, helyzeteinek burkold
gorbéje egy astrois gérbe negyede;

- a szakasz mozgasa elemi elforgatasok sorozata, melyeknek folyamatosan valtoz6 C mo -
mentan centruma negyedkdrt ir le a mozgas soran,;

- a szakasz és az astrois pillanatnyi érintkezési pontja a C momentan centrumnak a szakaszra
vonatkozo T talppontja;

- a szakasznak a végpontjaitol kiilonbozo tetszleges P pontja negyedellipszis-ivet ir le, mely
ellipszis fél tengelyhosszai a = AP ill. b = PB.

1. 4bra

A szakasz imént targyalt mozgasa, melyet ugy is képzelhetiink, hogy a szakasz ,,fliggéleges”
helyzetébdl lecsuszik ,,vizszintes” helyzetébe; ilyen szohasznalattal élve érthetové valik a
cimben szerepld lecsuszo kor kifejezés.

Ha mozgo kor altal leirt feliiletekrdl esik sz6, elsdsorban a gdmb, a hengerek, esetleg a
torusz jut esziinkbe, de egy konnyen elgondolhato, nem is bonyolult mozgast kor az
emlitettektdl igen eltérd feliiletet ir le, melynek csupan elképzelése is nehézséget jelenthet.

Ha egy k kor AB atmérdje a fentebb targyalt médon mozog a két képsikra merdleges V
vetitdsikban ugy, hogy végpontjai a vetitdsik nyomvonalain haladnak, mikézben a kor
sikja merbleges a vetitdsikra (2. abra), akkor a kor feliiletet ir le, a cimben szerepld alakzatot.

2. dbra



A tovabbiakban tehat arrol a feliiletrdl lesz szo6, melyet egy k kor (vonal) helyzeteinek 0sz -

szessége alkot, mikozben AB atmérdjének ¢ elsé képsikszoge 90°-tol 0°-ig csokken.
Mas szdval: a mésodik képsikban 1évo, s az elsd képsikot érintd kor lecsuszik az elsd
képsikban 1év6 véghelyzetébe. A mozgas soran elfoglalt korhelyzetek 0sszessége alkotja a
feliiletet. A mellékabrabol, mely oldalnézetben abrazolja a mozg6 kor két olyan helyzetét,
melyben a kor sikjanak elso, ill. masodik képsikszoge egyenld, vilagos, hogy a feliilet
szimmetrikus a két képsik egyik szogfelez6 sikjara. Vagyis a feliiletet leird kor minden
helyzetének megfelel egy masik korhelyzet, melyet a lecstiszas soran késébb vesz fel.
A nem kdnnyen elképzelhetd feliiletrél szemléletes képet kivanunk nyerni. Mindenekel6tt
felirjuk a feliilet egyenletét; Gauss-féle r(u,v) megadassal élve. A 3. abra szerint elhelyezke -
dé, R sugaru k kor sikjanak els6 képsikszoge legyen a feliilet egyik paramétere: U = &, a masik
paraméter a kor szoban forgo pontjahoz tartozo korsugarnak az OB sugarral bezart v = ¢
szoge. A két paraméterrel a koordinatak a kovetkezok:

X = (R+R cos v)cos u = R cos u(1+cos v)

y=Rsinv

z = (R—R cos v)sin u = R(1—cos v)sin u.
Mar itt megjegyezziik, hogy adott X, y koordinatahoz két kiilonb6z6 z érték tartozhat, amely
ténnyel késobb foglalkozunk.

3. 4bra 4. dbra

Az egyenlet még nem nyujt szemléletes képet a feliiletrdl, ezért az 4brazolod geometria eszko -
zeivel folytatjuk a vizsgalodast. Ha a kor &tmérdje A,B, kezdd helyzetébdl elmozdulva
valamely AB helyzetbe, kdzéppontja O, - bél O - ba jut, az elmozdult kor elsé és masodik
képe egy-egy ellipszis, mely vetiileteknek a 4. abra csak egyik felét dbrazolja.

Az oldalnézet nyilvan szakasz, mivel a kor sikja merdleges a 3. képsikra. Mig a mozg6 kor
mindkét képe alakjat valtoztato ellipszis, a harmadik kép vetiilete allando hosszisagu szakasz,
melynek mozgasa — mint a bevezetoben lattuk — minden helyzetében egy folyamatosan
valtozé C momentéan centrum koriili pillanatnyi forgas.

A kor AB atméréjére merdleges valamely hirjanak minden pontja, tehat a har két végpontja is
egybevago ellipszisiveket ir le, ezért a mozgd kor pontjai altal leirt feliileti gorbék ellipszis -



ivek. Kivételt az AB atmérd - végpontok altal leirt szakaszok, valamint az AB-re merdleges
DE atméro végpontjainak negyedkor - iv palyagdrbéi jelentenek (az E pont a hidnyzo vetiilet -
részre esik).
A D atmérovégpont altal leirt palyagérbe minden pontjahoz két, azonos els6 vetitdsikban 1évo
feliileti érintd tartozik: a negyedkdr érintdje és a K kor érintdje. Az elmondottakbol kdvetke -
z0leg a D altal leirt negyedkor a feliiletnek elsé konturgdrbéje, melynek parja a feliilet meg
nem rajzolt felén 1évo E pont palyagorbéje. A k kornek az elsé képsikban 1év6 k, véghelyzete
is els6 kontuar, mert a feliileti ellipszisek tengelypontjainak — példaul Q, — érintdi az elsd
képsikra merdlegesek.
Hasonlo mddon lathato be, hogy a D pont altal leirt negyedkor egyben masodik konturgorbe
is, csakugy, mint a k kor k, kezd6 helyzete.

Az oldalnézeten a mozgo kor - helyzetek vetiiletei azonosak a V sikban mozgd atméro ve -
tilleteivel, melyek burkologorbéje a mar emlitett astrois, ezt most az abra nem tiinteti fel.
Egy - egy szakasz (korvetiilet) és az astrois érintkezési pontja az aktudlis C momentan
centrumnak a szakaszra vonatkozo T talppontja. Az ilyen mddon nyert pontok elso €s
masodik képét a megfeleld korvetiileteken kijeldlve kapjuk a t goérbét, a harmadik kontar -
gorbét (5. abra).

5. adbra

Nem nyilvanvalé az utobbi allitas, mert elgondolhatd, hogy t csupan olyan élgorbéje a felii -
letnek, mint amilyen egy csésze vagy pohdr pereme. Az éllitas helyességének belatasa végett
gondoljuk meg, hogy a feliilet minden — altalanos — pontjaban meghatarozza az érintésikot az
adott pontot tartalmaz6 két feliileti gorbe — most egy kor és egy ellipszisiv — érintéje. A T
pontban e két gorbe érintdinek 3. vetiiletei egybeesnek, vagyis az altaluk meghatarozott érin -
t6sik merdleges a harmadik képsikra.



A 6. abra feltlinteti a feliiletnek néhany, a méasodik képsikkal parhuzamos metszetét, melyek -
nek a szaggatott vonallal rajzolt t gérbére esé pontjaiban az érint6 — igazolva, hogy t valoban
harmadik kontur — ,,vizszintes”, vagyis a harmadik képsikra meréleges. Megemlitjiik, hogy az
emlitett gorbék egyenletei, melyek az

Xx=Rcosu(l+cosv), y=Rsinv, z=Rsinu (1- cos V)

alaka (megfeleld indexi) képletek felhasznalasaval adodnak, a kovetkezok:

6. abra

Zl:\/l(R :f 2)Z(R—,/Rz—yz), 0<X<2R;
+yR*~y

22:\/1( X, )2(R+,/R2—y2), 0<x<R.

R_ /Rz_yz

A fenti két fiiggvény a feliilet két részének egyenlete: az els6 egyenletnek megfeleld feliilet -
darabot a kor k; kezdohelyzetének ,,also” félkore irja le, vagyis az, melynek pontjaira
érvényes: z legfeljebb R. A feliilet masik, az also fliggvénynek megfeleld részét a ,,felsé”
félkor irja le.

A feliiletnek van O6néthatasi gérbéje!

A k kor kezd6helyzetén a 4. abra P és Q pontjanak palyagorbéi negyedellipszisek, melyek a
harmadik képen szimmetrikusak az origdn dtmend, 45° képsikszogli egyenesre. Az dbra két
palyagdrbéje az M pontban metszi egymast, mely nyilvan pontja a feliiletnek. Az ilyen modon
szerkeszthetd pontok olyan g gorbét alkotnak, melynek elsé és masodik képe az y tengelyre
szimmetrikus. A g gorbe valdjaban a k kor imént emlitett két félkorive altal leirt feliiletek
koz0s része. A 4. abra zsufoltsaganak elkeriilése végett a g onathatasi gorbe egyik felének
els6 képe van csak megrajzolva és betlizve. Oldalnézetét szaggatott vonal abrazolja (betiizés
nélkiil). Az abra oldalnézetébdl kitlinik, hogy a g gérbe M pontjanak X és z koordinatai



egyenlok, mint a megfeleld ellipszisek k6zos pontjainak koordinatai. Ez utobbiak
kapcsolatanak megallapitasa végett el6szor meghatarozzuk az adott y-hoz tartozo ellipszisek
adatait: az elolnézetrdl leolvashatoan

I=\yR°-y> , b=R-1, a=2R-b=R+l

| fenti alakjat behelyettesitve: a=R++ /R’ —y*.

2 2

Az egyik ellipszis egyenlete X—2+;—2 =1, demivel z=x, azegyenletigy is érvényes:
a
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helyettesitve nyerjiik a tetszéleges Yy koordinatdhoz tarozo x-et:
2

y

JAR? —2y?

A feliiletnek az ,,als6 félkor” altal leirt részérél mar némileg szemléletes képet nyujtott a

6. abra, mely a feliiletnek a masodik képsikkal parhuzamos metszeteit mutatja.

A feliiletnek a ,,fels6 félkor” altal leirt részérdl hasonld modon szerkesztett metszeteket mutat
a 7. abra, ezittal is feltiintetve szaggatott vonallal a 3. kontargorbét. Ezen az abran pont -
vonallal rajzolva lathat6 a g onathatasi gorbe is.

. A fentebb lathato a és b kifejezéseket x képletébe
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e
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7. dbra

Végiil a feliilet axonometrikus képét szemlélteti a 8. szamitogepi titon nyert dbra.
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